
МэВ.МАЛЫШЕВ 
Научно-исследователь -
ский институт основа -
ний и подземных соору-
жений Госстроя СССР 

ОБОБЩЕННОЕ УСЛОВИЕ ПРОЧНОСТИ МОРА-КУЛОНА ДЛЯ ГРУНТОВ 

Краткое содержание 
В докладе предлагается обобщение гипотезы прочности Кулона-

Мора, в котором предполагается, что реальная поверхность сколь-
жения является шероховатой в отличие от идеальной гладкой по -
верхности, с которой мы встречаемся в статике сыпучей среды. 

Такое предположение позволяет учесть влияние всех трех глав-
ных напряжений на прочность грунта и установить характеристики 
прочности, инвариантные относительно напряженного состояния. 

Для грунтов, находящихся в предельно напряженном состоянии, 
почти всегда используется условие прочности Мора, по которо и у 
прочность сыпучего или с в я з н о г о грунта в рассматриваемой точк е 
зависит т о л ь к о от с о о т н о ш е н и я между наибольшим и наименьшим 
вз главными н а п р я ж е н и я м и . С р е д н е е главное напряжение 62 при 

этом может быть любы.\?, лишь бы выполнялось условие б ^ ^ б ' г ^ в з 
(Соколовский, 195^). Условие прочности по Мору при наличии пря-
молинейной огибающей предельных кругов, то есть основное урав -
нение, используемое в статике сыпучей среды (Соколовский, 1954), 
находящейся в состоянии неполного (Березанцев, 1953) предельно-
го равновесия, записывается следующим о б р а з о м 



(I) 

где С ~ сцепление, ^ - угол внутреннего трения. Гипотеза проч-
ности Мора основывается на условии Кулона и сводится к тому, что 
напряженное состояние в точке становится предельным, когда мак -
симальное значение функции F = j - б р t a n - С 
обращается в нуль, то есть 

/ a : n / - ( o n t a n ^ 
с 

- с = 0 ( 2 ) 
max 

Здесь Т̂ п и б п соответственно касательное и нормальное напря-
жения, действующие на площадке с внешней нормалью П • В грун -
тах разрушение происходит обычно из-за нарушения связей меж д у 
частицами и взаимного сдвига отдельных частиц или зерен. Э т и 
связи могут нарушаться как вследствие механического воздействия 
на грунт - изменения его напряженного состояния, так и вследст -
вие изменения физического состояния грунта - плотности, влажно -
сти, сцепления. 

Недостатком гипотезы прочности Мора является неучет среднего 
главного напряжения; в другой же теории прочности Мизеса-Боткина 
(Боткин,1940), в которой среднее главное напряжение входит на -
равне с наибольшим и наименьшим, его влияние оказывается слишком 
сильным, что не отвечает опытным данным многих исследователей. 

Поэтому целесообразно иметь такую теорию прочности, которая 
значительно ближе отвечала бы данным экспериментов и была бы фи-
зически оправдана. Ниже рассматривается механическая теория проч-
ности грунта, с помощью которой представляется возможным выявить 
влияние изменения напряженного состояния на его прочность п р и 
практически неизменном физическом состоянии. Поскольку, как уже 
было сказано, нарушение связей между частицами вызывает их взаим-
ный сдвиг и при умеренных давлениях лишь в малой степени обмятие, 
контактов и разрушение самих частиц (Цытович,19бЗ), наиболее оп-
равданным представляется использование условия прочности Кулона, 
которое приведет в частных случаях и к условию прочности Мо р а , 
где среднее главное напряжение не учитывается и к условию проч -
ности Мизеса-Боткина, где среднее главное напряжение входит на -
равне с наибольшим и наименьшим (Малышев,1963). 

Б теории предельного равновесия обычно принимается однород -
ность сыпчей среды и тем самым предполагается, что скольже н и е 
кинематически возможно именно по той пло1.лдке, для которой вы -
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полняется условие ( 2 ) . В действительности же сыпучая среда н е 
является однородной в том смысле, что сдвиг в ней возможен толь-
ко вдоль контактов частиц грунта без среза самих частиц. П р и 
этоы происходит переориентирование самих частиц, поворот их , а 
также их незначительное деформирование. Возникающая у контактов 
между частицами концентрация напряжений вызывает, естестве нн о 
некоторое обмятие и разрушение самих частиц при тех давлениях , 
которые нас интересуют. Это явление относительно незначительно 
и считается, что в целом взаимный сдвиг частиц происходит вдоль 
контактов. Таким образом, в силу сказанного, сыпучую среду сле-
дует рассматривать как среду неоднородную, где сдвиг одних ча -
стиц грунта по другим может в основном происходить только вдоль 
контактов между ними. 

При сдвиге в условиях плоской деформации теоретические по -
верхности скольжения принимаются цилиндрическими с прямолиней « 
ной образующей, параллельной оси главных напряжений &2 (рис .1) . 

у Нагруш 

Сечение идеальной 
поберхности скотшая 

Сечение реальной 
поберхност скольшенш^ 

(ог 
Плоскость 63 

Рис.1 Рис.2 



Таким образом, образующей служит прямая, совпадающая по на -
правлению с осью <02 ( р и с Л ) . Практически же это будет не пря-
мая линия, а ломаная, так как ее следует проводить, огибая ча -
стицы по контактам, а не пересекая их (рис .2а ) . Площадки с д в и г а 
отклоняются от этой средней линии на различные углы, значен и я 
которых в каждом отдельном случае, естественно, не известны.Мож-
но, например, считать (Малышев,1963), что угол наклона Д рав -
невероятен в интервале от- Д^ t до + , где + Д , - наи -
больший угол отклонения и, таким образом, все промежуточные зна-
чения углов заключены в пределах Д ^ . 

Однако такую равновероятность можно допустить лишь в перво -
начальный момент до сдвига, так как в дальнейшем произойдет пе -
реориентирование частиц и равновероятность наклона уже не будет 
иметь места, то есть функция распределения этих углов в процессе 
сдвига будет меняться. 

Естественно предположить, что значения углов отклонения Д 
вследствие переориентирования частиц уменьшатся, что соответст -
вует разуплотнению грунта при сдвиге. Если обозначить произволь-
ный угол наклона площадки через Д , причем, как yjice говорилось 

то в случав равновероятности наклона мы получим 
уравнение дуги окружности (рис .2в) . В последующем, при с д в и г е 
число площадок с малыми значениями Д будет увеличиваться, а с 
большими значениями Д --уменьшаться. Зависимость Мора можно 
будет получить, считая, что для всех площадок, имеющих нак л о н 

Д = 0 , вероятность равна единице, а для случая Д О, о н а 
равна нулю. 

Ниже, в целях упрощения, рассмотрим случай равновероятности 
наклона площадок в направлении сдвига и перпендикулярном к нему 
(рис .3 ) , совпадающим с осью 62 . 

Как известно, нормальное напряжение на любой площадке с нор-
малью П обозначаемое б п и касательное напряжение, действую-
щее на ту же площадку Тр , равны 

б п = ~ 6 3 ) + { р г - б з ) m S 6 3 

Здесь t и m - направляющие косинусы углов, образуемых направ-
лениями главных напряжений с нормалью П (см.рис .1) . 

Подставляя выражение ( 3 ) , в равенство (2) и отыскивая макси-
мум путем приравнивания частных производных 9F/92 и j o m 
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нулю, мы получили бы хорошо известные из статики сыпучей среды 
(Соколовский, 1954) выражения для направляющих косинусов В и ni 
то есть 

М 

Однако, в той постановке, которая принимается нами, в фор -
мулу (2) следует подставить не величины напряжений, действующие 
по какой-то определенной площадке с нормалью п , а сред н и е 
значения напряжений, действующих в пределах отклонения площадок 
от площадки с нормалью П . Последнее станет более понят н ы м 
из рис.2а. 

Под средним значением 
касательного напряже ни я 
будем понимать величину 

Часть 
Сферы 

Рис.3 

идеаштя 
ntmmxmb 
скольжения 
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Здесь интегрирование про-
изводится для Т̂п f взя -
того в квадрате, посколь-
ку в выражении (2) Tin 
^входит по модулю. П о д 
средним нормальным напря-
жением понимается величи-
на 

Л 
/ У бп dedm 

В связи с тем, что нами принято условие равенства предель -
ного значения наклона + Д | t в обоих направлениях, то с 
учетом выражений (4) можно получить следующие пределы интегри -
рования, входящие в зависимости (5) и ( 6 ) . 
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Выполняя интегрирование в указанных пределах, будем иметь : 

J / ' " ' d e d m = 4 S l n ( f - + - l Y s i n ^ A , 
-̂ m, \ 4 2 / 

(7) 

(8) 

dl,6^+0^362+ 3 -

' (9) 

63 

где 

Tn.av=^j3(5o( , -3012)^^+3(5013-30^4)^2- (10) 

- ( 9 ^ 2 + 90(4 + 0 ^ 3 ) ^ 3 - <6< 6 2 + 

oC,=(1-2 S i n 4») Cos^A, t ^ + S i n «j»̂  

^ 2 = ( 4 S l n 2 f - 2 S l n 4 ' - l ) C o s ^ A , + ( I I ) 

+ ( 2 - S i n + 

о (з=51п^Л, , 0(4 = S ln^A, = oil 

Поскольку Б рассматриваемом нами случав имеется в виду прв -
дельное состояние, а Tî n.au и бр.ау относятся к площадкам 
скольжения, то равенство (2) перепишем следующим образом: 
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Или 

tn.av - бп.ао tan У-С 

tDn24> = 2C6n,autan'j»+C2 

(12) 

(13) 

Подставляя в формулу (13) зависимости (9) и (10) , получим после 
преобразований следующее условие прочности 

= с ( а , б , + а г 6 г + а з 6 э ) + с2 

в уравнении (14) коэффициенты выражаются следующим образом: 

а„= [ i5d^ - 9 ^ 2 - 5ol.f W ^ ^ 

0 2 2 = ^ 0 5 ^ 3 - 9 0 ^ 4 - 5 4 "ban' 

33" 45 

(15) 

^33=55 <60(4+501,0^3-15о1з-Юо(з ( э - о С з ^ t an^ у 

5о(, о^з - 15Ы, - 10о(, ( э -Ы, - oCa^tan^ 9 

a ,= - | - o t , t a n f 

•2= у 0(3 t a n If 

b n 1 = 2 t a n " J » - 0 , - 0 2 



Условие прочности (14) имеет довольно сложный вид. в частном 
случав Д, =0 оно превращается в хорошо известное условие проч-
ности Мора ( I ) . 

Как следует из условия (14) , в него входят все три глав н ых 
напряжения, и, таким образом, обобщение условия прочности Мора , 
изложенное выше, приводит к тому,^что учитывается влияние сред -
него главного напряжения на прочность грунта. На влияние средне-
го главного напряжения на прочность уже неоднократно указывалось 
экспериментаторами (Малышев, 1954, 1963; Киркпатрик,1957, Хабиб, 
1953; Корнфорс,1964, Сибата,19б5), причем во всех экспериментах 
получалось, что влияние это меньшее, чем по Мизесу-Боткину(Бот -
кин, 1940). 

На рис.4 приведены результаты эксперимента с дробью( Малышев, 
1963). Если была бы верна гипотеза прочности Мора, то огагг н ы е 
точки легли бы на концы отрезков в прямых 4 , а если бы гипоте за 

Рис.4 Результаты экспериментов с дробью 
I - трехосное сжатие; 2 - кручение; 
3 - опытные точки - средний резуль-
тат всех опытов; 4 - зависимоет ь 

+ c c o t ^ V e ^ + c c o t y ^ y 
по Мору (обычная); 5 - та же зави-
симость по условию Мизеса-Боткина; 
б - та же зависимость по предлага-
емой гипотезе. 
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Мизеса-Боткина, то они легли бы на концы отрезков эллипсов 5 . В 
действительности они занимают промежуточное положение, при ч ем 
ложатся ближе к Мору, чем к Мизесу-Боткину. 

Обработка результатов экспериментов по предложенной гипоте-
зе прочности сводится к отысканию параметров 9 и С , не за -
висящих от пористости грунта и параметра , являющегося функ-
цией пористости. 

Тот угол внутреннего трения, которые мы обычно определи е м, 
является некоторой функцией углов и , и совпадает с ис-
тинным углом внутреннего трения лишь в наиболее рыхлом состоя -
НИИ грунта, когда =0» 

Чем более угол • тем более кажущийся угол внутренне г о 
трения. Для того, чтобы установить эти параметры, требуется про-
вести при одном и том же физическом состоянии грунта 2 испытания 
при одной комбинации главных направлений и одно испытание п р и 
другой комбинации главных напряжений. Для грунтов, лишенных сцеп-
ления, необходимо провести, как минимум, два испытания при раз -
личных напряженных состояниях. При трехосном испытании ( 6 2 - 6 3 ) 
для грунта, лишенного сцепления, условие (14) будет таким 

а при плоской деформации, когда 

(02=V) ( б , + 

таким \ , , , \ 
а„ + а,2\) + (20220'+ a,^^ + Огз^ + Oaij + 

Зная из опытов отношения ( ^ a / ^ i X и (^3/6i]|jC00TBeTCTBy ющив 
разрушению 1^рунта, можно путем подбора установить ^ и Л , . В 
связи со сложностью условия прочности (14) , представляется воз -
можным с достаточной для практических целей точностью заменить 
его линейным уравнением вида 

(18) 

где коэффициенты Aj , А2, и Ag являются зависящими от IP и А • 
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Такое упрощение равносильно линейной аппроксимации выражения (5) 
с последующим использованием условия (12) . 

В Ы В О Д Ы 
• 

1. Экспериментальные данные показывают, что ни гипотеза проч-
ности Мора, ни, тем более, гипотеза прочности Мизеса-Боткина, не 
дают характеристик прочности, инвариантных относительно напря -
женного состояния, 

2 . При введении предположения о несовпадаемости реальных пло-
щадок скольжения с идеальными уда.^тся учесть влияние средне г о 
главного напряжения и получить характеристики прочности, инвари-
антные относительно напряженного состояния. 
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