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Напряженное состояние и перемещения весомого 
нелинейно-деформируемого грунтового 

полупространства под круглым жестким штампом 

Экспериментальные исследования [1, 2] зависимости между 
напряжениями и деформациями в грунтовой среде ука-

зывают на ее нелинейность. На inpaiKTHiKe обычно нользуются 
линейной связью между нацряжениями и дeфlqp'мaцияlми. 
Это онраздано лишь при дравннтельно небольшом диапазоне 
изменения действующих усилий. Решение задач для 1СПЛош-
«ой нелинейно-дефо^рмируемой среды весьма сложно, так как 
3 зто;м случае нао|бходи|мо интеприровать сист1емы нелинейных 
диффаренщиальных уравнений. Замкнутые решения удалось 
получить для очень нем1н-01г1их частных задач с невеюомой 
средой, наеример [3, 4], хотя известно, что влияние веса на 
напряженное состояние лр'унто1в 1П!ре|д1ста|В'Ляется весьм'а су-
щественным [б]. 

BwqpBbie, н0-ви1дим10му, нелинейные за1в!исим01сти между на-
дряжениямн и деформациями были нолучены для груНтО'В 
А. И. Божиным [1]. Пюзднее разными исследователями были 
нраведены эксперименты, уточнившие эти зависим10сти для 
разли1Ч1Н01Г0 вида наиряженното состояния, характеризуамого 
параметром Л оде [6], и предлюжены различные эмпирические 
формулы, описывающие опытные результаты. В расчете, ре-
зультаты которого приводятся далее, принимало^сь, что зави-
симость для сдвига нелинейна, ;В то время как О|бъемное 
сжатие грунта происходит по линейному закону при модуле 
объемного сжатия к—3о/г=300 кг/см^, лде а — среднее на-
пряжение, 8 — объемная деформапия, равные 

1 
or (^1 + ^2 + огз); 

а о и СТ2, (Тз и 8i, 82, 83 — соответ|ствшно главные напряжения 
и деформации. Предположение о возможности принятия по-
стоянства модуля объемного сжатия было сделано еще Бот-
киным и подтверждено в опытах Э. Д. Фрадиса [7]. Для 
секущего модуля сдви1га при1нята зависимость, аналогичная 
зависимости Боткина: 
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Рис. 1. графики зависимости между и е̂ . 
а — в форме (5,а); 5 — в 4 opi^e (5,6); в — в форме (5,в) 

где (Т̂ - — интенсивность касательных напряжений и в. —ин-
тенсивность деформа.ций (Сдвига, причем 

1 

(3) 

0|пытные пара1метры, входящие в (2) для песка средней плот-
ности с объемным весом 1,66 г/см^ равны Л = 0,96, 5=0,0075. 
Таким об|разом, модуль сдвига оказывается функцией двух 
инвариантов напряжений, поскольку выражение (2) хможно 
за|писать в (Виде 

G = — {Аа-а,). ' (4) 
D 

Для оценки влияния на результаты решения рассматриваемой 
задачи компонент, входящих в выражение (2), были приняты 
следующие зависимости для модуля сдвига: 

. ^ ^ 2 (То 1 
а; ^ - П » О) ^ - 0,0075 + » [ (5) •0,0075 + £,. 

в) G = 25(T, 

(2) 

где 00 — единичное даиление, введенное для сохранения ipas-
марности, например 0 0 = 1 кг/см^. 

Выражение (б,а) свидетелыствует об увеличении модуля 
сдвига с ростом всестороннего обжатия и .уменьшении его 
с возра^станием деформа|Ций сдвига. Эта зависимость харак-
терна для песчаного грунта и отвечает результатам экспери-
ментов [7]. Выражение (5,6) характерно для связных грун-
тов, сопротивляемость 1сдвигу Korqpbix практически не завЖсит 
от величины обжатия. Наконец, формула (5,в) свидетельспву-
ет о росте модуля сдвига с увеличением всестороннего обжа-
тия и независимости его от деформаций. Это выражение 
носит несколько искусственный характер, так как не дает вы-
полаживания к р и в ы х — е. и имеет, в отличие от двух пре-
дыдущих, скорее теоретический интерес. Зависимости (5,а) и 
(5,6) позволяют осуществить переход к предельному состоя-
нию при возрастании в. . 
Все эти выражения иллюст!рируют1ся лрафиками, представлен-
ными на рис. 1. 

Рассмотрим вопрос о коэффициенте Пуассона ji. Из зави-
.симостей Генки, овшывающих нацряжения и деформации [6], 
и при принятых здесь обозначениях получим 

K-2G 
(6) 

2{K+Q) 
Если для О воспользоваться, например, выражением (5,а) то 
получим, что \i может быть постоянным, если из^менение мо-
дуля объем1но1Го сжатия К подобно изменению модуля сдвига 
G. О'бычно, как показьивают эксперименты, с ростом 0̂ - вели-
чина G уменьшается, а К либо постоянно, либо увеличивает-
ся. Характер изменения |л при G, определенно1М по выраже-
нию (5,а), при|ве1дан «а рис. 2, 
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Рис. 2. Зависимость коэффициента Пуас-
сона IJ- от е. для различных а 
кривые сверху вниз а= 0,33 кг/см^ ; а = 

= 1,0 кг/см^ и а=2,33 кг1см^ 

Ниже (рашматриваепся задача о напряжениях и пераме-
щениях нелинейно-де|фю|р'мируемотю весюмюго ;п0л|у1п!р0'ст|ранст-
ва, на паве1рхно!Сти которош раюположен юруглый жесткий 
ценпрально напруженный штамп. Принято, что цроокальзы-
ваеие грунта под подошвой шта1М1па отсут^етвует, т. е. нет 
горизонталыных перемещений по контакту грунта и штампа. 
Задача решена чиюленню с июпользованием метода упругих 
(решений А. А. Ильюшина [6] в сочетании с методом сеток. 
Отметим, что для решений нелинейных задач, связанных с 
расчетами оснований, Е. Ф. Винокуро1вым был ipanee предло-
жен метод решения, названный им «итер анионным». Идея 
этого метода, который 01ан01ван на и1апользо,вани1и предложе-
ний Ильюшина и iGnoicoi6a конечных разностей, изложена в 
^работе [8]. 

^Метод Ильюшина, как известно, сводит решение нелиней-
ной задачи к по1сле1до1ва(тель1но1сти линейных задач. Пр|И этом 
в каждом п-м приближении ювязь между нан|ряжениям,и и 
деформациями можно |фо1р1малшо |ра1Ссмат;риватъ как уравне-
ния теофии yqpугости, в которых коэффициенты Ламе за1ВИ1сят 
от координат: Я = Я (г, г), G = G (г, z). Завн1симость X и G от 
координат может быть лолучена, если учесть, что 

X: 
К 

Т 
2(Т, 

принять во внимание законы деформирования (5) и рассмат-
ривать для п-(го Лриближшия компоненты напряжений как 
функции координат из предыдущего (я—1) - го шриближения. 

Таким о'браэам, на каждом этапе последо1вательных приб-
лижений решаемся система линейных дифференциальных урав-
нений равновесия «в перемещениях с переменными коэффи-
циентами три соответствующих гран.ич1ных условиях. Одно из 
этих уравнений имеет вид 
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и + — r dz 
+ Y = 0, (8) 

где w и w — юоопветстванню перемещения вдоль О'си на-
правленной вертикально вниз, и вдоль р-адиуса, расположен-
ного в горизонтальной плоскости, у—объемный нес грунта. 

2 РнГ/см^ 

Рис. 3. Зависимость осадки 
от нагрузки для формулы 
(5,а) —а; (5,6) — б; (5,в) — в 

Уравнения (8) решаются методом конечных разностей. На 
осно1ваяии алгоритма, изложенного в работе [9], 'соста!влоча 
программа для ЭВМ «Минск-22» решения задачи о вдавл}!-
вании круглото жесткого штампа радиуса R в нелинейно-де-
фо1рм,и!руемое полуцростр^анство. Граничные условия задачи 
следующие: 

ш = Шо, и = 0 при 2 = 0 и г < R; 

а^ = О, = 0 при г > R 
(9) 

(7) 

-Поскольку перемещения грунта на некото|ром удалении от 
штампа затухают, для исследования массива можно огра-
ничиться раосмопрением области конечных размеров. Расчеты 
шказали, что если принять толщину слоя H i = S R , а радиус 
слоя Ti = b6R, то практически можно считать, что на нижней 
г;рани1це {z = Hi) отсутствуют перемещения (tiy = 0, « = 0), а 

d W 
на боковой noHepiXHOCTH (r = Ti) имеет место -^=0,и=0. 

Радиус штампа в ра'счете оавен 7,5 м, следовательно, Hi = 
--I60 м, Ti = V20 м. 

Используя последовательное сгущение сетки, можно суще-
ственно уменьшить число рассматриваемых узлов, не снижая 
точности расчета. В данном случае сначала 1решается задача 
Бо всей области HiTi с шагом сетки hi = RI2,5. На втором этапе 
.оа'Сс1мат|ривае!т(ся лишь часть этой области с размерами Яг — 

72=12,47/^, в кото1рой решение уточняется. Гранич-
ные услов<ия 1внут|ри ма'ссива (z = H2, принимаются из 
(шредыдущего {расчета путем интерполяции. 

В отличие от спо1со'ба, изло1жен1ного ранее [9], объемные 
силы были непосредственно включены в уравнения равно1ве-
сия и, следовательно, интегрирование этих уравнений осу-
шествшялось с учетом весомости грунта. В про1лрамму, состав-
ленную для ЭВМ «Мин1ск-Й|2», ВХ01ДНТ по,дпро:11ра1мма решения 
систем ра1зн10!стных уравнений до 3584 порядка с использова-
нием только оперативной памяти машины. 

Ниже рассматриваются результаты численного решения 
указанной задачи в соответствии с тремя деформационными 
зав1исим01стями (5, а, б, в). 

|При решении задачи о действии штампа на лрунтовое ос-
нование конечным результатом должна являться связь между 
средним давлением на штамй q и его обсадкой w, а также 
зпюры реактивных давлений р, поскольку они являются oinpe-
деляющими при на!значении размеров фундаментных конст-
рукций. 

На рис. 3 ор'иведены графики осадки w от среднего дав-
ления q, отвечающие деформационным зависимостям (5, а, 
б, в). Как видно из них, зависимость между нагрузкой на 
штамп и осадкой криволинейна, а отношение qlw с ростом 
(Нагрузки уменьшается. Результаты (расчетов, выполненных на 
основе зависимости (б,а), ка-чественно совпадают с экопери-
ментальнымн данными [10], полученными в опытах с песча-
ным основанием. Из рис. 3, кривая в следует, что использова-
ние деформационного закона (5,в) приводит к недостоверным 
результатам — зависимость осадки штампа от нагрузки имеет 
кривизну, о'братную наблюдаемой в опытах. 

Но данньгм численного решения подстроены эпюры реак-
тивных давлений для н10П0льз01вавшихся трех дефо1рмационяых 
зависимо1стей (рис. 4). Эпюры реактивных давлений, соответ-
ств'ующие дефор1мационной зависимости (5,а) —̂  песчаный 
грунт без сцепления—^даны на рис. А,а. Эпюра при нагрузке 
на штамН 1 кг1см^ имеет седлообразный вид. Максимальное 
давление, равное \!2q, получено на расстоянии 0,lR от края 
штампа. В центре штампа реактивное давление равно 0,80i7. 
При q—2 кг/см'^ точка с максимальным реактивным давлени-
ем 1,14̂ 7 находится уже на расстоянии 0,36'̂ ? от края. Дав-
ление в цент|ре растет быстрее нагрузки и составляет q при 

кг/см'^. Таким образом, с ростом нагрузки эпю!ра реак-
тивных давлений стремился к па1ра€оли1ческой. 

Эпюры для зав1исимости (5,6) —связный грунт, на дефо1П-
мацию 'Одвига которого не влияет среднее давление (рис. 4,6), 
качественно повторяют картину, П10лученную при использо-
вании (5,а). Однако эпюры в этом случае имеют большую 
седлоо'бразнасть, не наблюдаемую в опытах с незаглублен-
ными штампами на песчаном основании. С ростом нагрузки 
давление под штампом несколько вьиравнивается. При исполь-
зовании дефо1рмапионного закона (б,в) эпюры |реактивных 
давлений (рис. 4,в) имеют пики под краями штампа, причем 
с ростом нагрузки величина давлений под краями штампа ин-
тенсивно растет. 



Рис. 4. Эпюры реактивных давлений, отнесенных к среднему давлению q 

На графиках ра1с1предбления 'перемещений (рис. 5,а), де-
формаций (ipHic. 5,6) и напряжений (|рис. 5,в) по глубине, а 
также осадки поверхно1сти оюнования (ipnc. 6) цифрами / , 2, 3 
обозначены результаты решений с использованием 'соответ-
ственно 1за1в1и1симо1стей (5,а), (5,6), (5,в), пунктирам—резуль-
таты решения по теории упругасти. 

Перемещения и деформации по оси штампа (рис. 5,а и б) 
ка1чест®енш имеют тот же характер, что и в линейной преде. 
Осадки поверхности (рис. 6) затухают несколько быстрее. 
Ошование в этом случае о^бладает большей распределитель-
ной <зпосо(бностъю и напряжения (Tz (р'ис. 5,в) с глубиной 
уменышают1ся интенсивнее, чем в линейной 'Среде. Распреде-
ление напряжений СУ̂  по глубине, соответствующее зависимо-
сти (б,в), наиболее близко к распределению напряжений по 
теории упр'уго1сти. 

Затухание вертикальных перемещений w и деформаций е^ 
по оси штампа (см. рис. 5,а и б) пройсходит эначитеШьно 
быспрее, чем в лйнейно-деформйр'уемой среде. Сжатие шюя 
толщиной 3/? на 94% определяет осадку шта!мпа и лишь 6% 
осадки отределяются деформацией нижележащего г»р!у1нта 
(для линейн'ондёформируемой 1дреды соответст!ве»но 70 и 30%). 
Перемещения в плане (юм. рис. 6) затухают также быстро-— 
точки с нулевой осадкой находятся на расстоянии 0,2i? от 
к|рая штампа. При этом для зависимости (5,а) получено об-
разование характерного «валика» «а поверхности вблизт! 
штампа. 

Расчеты, выполненные по наиболее соответствующей грун-
там зависимости (б,а), П0|дтве|р1ждают наличие так называемой 
«активной» зоны. Именно на этом экспериментально установ-
ленно)м факте базируется модель прунтового о1оиования в 
ви|де слоя конечной толщины. Такая модель предполагает, 
что на некоторой глубине деформируемость основания на-
столько юнижаепся, что ею можно пренеб!речь. 

Однако наши расчеты показали, что концентрация дефор-
маций в некоторой зоне основания является следствием не 
столько увеличения модуля деформации по глубине, сколько 
наличием зоны повышенной деформируемости у края штампа. 
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Рис. 5. Кривые распределений перемещений (а ) , деформаций ( б ) и напряжений (в ) 
по глубине 

Рис. 6. Кривые осадки поверхности основания у штампа 
/ — п о л о ж е н и е штампа до деформации; / /—после деформации: 

/—в форме 5а; 2—56; 3—5в; пунктир — по теории упругости 

Рассмотрим изменение деформируемо1сти в радиальном 
сечении. На рис. 7 изоб!ражены линии равных модулей )сдвпга, 
полученные при использовании зав1и1симости (5,^). Из анализа 
этих линий 1виД(Н0, что вблизи к|рая штампа образуется зоиа 
повышенной деф0рмируем101сти гари сдвиге. Распределительная 
способность основания вследствие этого здесь минимальна. 
Поэтому до некоторой глубины в работу включается лишь та 
часть основания, которая расположена непосредственно под 
штам1П0м. В верхней зоне в'ся нагрузка от штампа во'спри-
нимается частью основания в виде цилин|дра, радиус которого 

близок к радиусу штампа. Деформации 
здесь будут больше, нежели в однородной 
линейно-деформируемой среде. 

Экспериментально установлено, что при 
определенной нагрузке под штампом обра-
зуется «упругое ядро». Приведенные нами 
результаты позволяют проследить образова-
ние области, в которой это ядро появляется. 
На рис. 7 пунктирная линия соединяет точ-
ки, в которых модуль сдвига при увеличе-
нии нагрузки не меняется. Внутри области, 
ограниченной пунктиром, деформируемость 
основания непрерывно падает. Естественно 
предположить, пто в пределах этой области 
и образуется упругое ядро, которое при не-
которой нагрузке начнет перемещаться сов-
местно со штампом. 

В Ы В О Д Ы 
1. При исследовании напряженно-дефор-

мированного состояния грунтового основа-
ния теория малых упруго-пластических де-
формаций при допредельных нагрузках дает 
возможность получить результаты, качест-
венно совпадающие с экспериментальным. 

2. Способ учета собственного веса грун-
та имеет существенное значение. В частно-
сти, применение принципа наложения приво-
дит к эпюрам реактивных давлений и зави-
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симостям не вполне отвечающим экспериментальным 
данным. Кроме того, в этом случае граница области уплотнения 
под штампом меняется с изменением нагрузки. Включение соб-
ственного веса в уравнения равновесия устраняет эти недо-
статки. 

•3. Несоответствие между результатами экшеримента и 
решениями, оюноваиными на гипотезе линейно-деформируемой 
среды, iB значителыной степени объясняется нелинейностью 
сдвиговой деформации в грунтах. Для незаглубленного круг-
лого штама , опирающегося на песчаное основание, зависи-
мость (5,а) обусловливает результаты, качественно сошада-
ющие с 0НЫТНЫ1МИ. 

4. Уменьшение реактивных давлений под краями штампа, 
по сравнению с решением по теории упругости, объясняется, 
в первую очередь, влиянием второго инварианта девиатора 
напряжений (или деформаций). Зависимость в форме (5,6) 
приводит к эпюрам реактивных давлений, которые наблюда-
ются под штампами на глинистом оюнованни. 

б. Зависимость (5,в), не учитывающая влияние сдвигаемой 
деформа1Ции на вешичину модуля адвига, дает результаты, 
противоречащие опытным. 

6. Глубина активной зоны определяется, главным образом, 
развитием областей повышенной деформируемости цри сдвиге 
под краями штапма, а не во'31растаннем модуля деформации 
по глубине. 

7. Показано, что под штампом образуется область, дефор-
MHpyetMOiCTb которой с увеличением нагрузки падает, причем 
границы ее не зависят от на(Г1руэки. По-видимому, в этой об-
ласти н образуется «упругое» ядро, наблюдаемое в экспери-
ментах. 
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