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Образование и развитие пластической области 
под краем фундамента при различном 

коэффициенте бокового давления грунта 

р ели в грунте или полностью отсутствуют зоны нарушения 
^ прочности, или они незначительны, то напряженное состо-
яние массива обычно определяется с использованием теории 
упругости. 

Для определения размера подошвы фундамента важно знать 
давление, при котором под краями фундамента в грунте на-
чинает образовываться предельная зона, а также как эта зо-
на будет расширяться по мере увеличения нагрузки на фун-
дамент, вплоть до максимального размера, соответствующего 
•потере несущей способности основания. 

Давление /?Кр, соответствующее началу возникновения об-
ласти пластической деформации, названное «начальной крити-
ческой нагрузкой» [1], было получено Н. П. Пузыревским 
[2] для несвязаного грунта (с = 0), Н. М. Герсевановым [3], 
а затем О. К- Фрелихом [4]. Эти авторы рассматривали слу-
чай, когда распределение напряжений от собственного веса в 
грунте было гидростатическим, т. е. коэффициент бокового дав-

ления в условиях естественного залегания [5] £о = 1. Правда, 
Н. М. Герсеванов получил также зависимости для вычисления 
ркр путем подбора при условии §0 = N/0 — И-о) ̂  1 и с = 0 
(|10 — коэффициент Пуассона грунта). 

В связи с тем, что ограничивать среднее давление под фун-
даментом таким низким пределом, как /?,{р оказалось нерацио-
нальным, в действующих нормах [6] предельно разрешаемое 
давление для расчета осадки по теории упругости повышено 
до так называемого нормативного давления соответству-
ющего образованию незначительных областей пластических 
деформаций, определенных из условия, что в естественном со-
стоянии £ о = ' 1 , а фундамент имеет конечную ширину. При оп-
ределении Ян границы пластической области находятся в 
предположении чисто упругого распределения напряжений в 
упругой и пластической областях. В связи с этим внутри пла-
стической области оказывается такое напряженное состояние, 
когда угол наибольшего отклонения превышает угол внутрен-
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него трения грунта. (Построение границ пластических областей 
конечных размеров на основе теории упругости обстоятельно 
было рассмотрено М. И. Горбуновым-Посадовым в работе [7], 
где показано, что такие области возникают либо под краями 
штампа конечной ширины, либо при на оси симметрии 
на некоторой глубине и потом расширяются с ростом нагруз-
ки, занимая все больший объем. В действительности же, внут-
ри пластической области возникает другое, отличающееся от 
чисто упругого, напряженное состояние, которое определяется 
решением теории предельного равновесия сыпучей среды, вы-
зывающее в свою очередь перераспределение напряжений в 
упругих областях. Таким образом, возникает необходимость в 
упругой л астичеекой постановке задачи, приближенному реше-
нию которой посвящен ряд работ М. И. Горбунова-Посадова 
я других авторов. 

Ниже рассматривается вопрос о поведении грунта под кра-
ем фундамента такой ширины, когда влиянием другого края 
можно пренебречь. Исследуются условия образования пласти-
ческой области под ним в случае, когда коэффициент мо-
жет иметь любое значение, а влияние веса вышележащей тол-
щи заменено пригрузкой ро. Предполагается такое заложение 
подошвы фундамента, когда вес вышележащей толщи, заме-
ненный пригрузкой ро, намного больше веса грунта в области, 
переходящей в предельное состояние. Это позволяет также 
считать боковое давление до не увеличивающимся в этой об-
ласти по глубине. |В такой постановке задачу удается решить 
точно. 

Вопрос о пределах изменения был обстоятельно рассмот-
рен В. А. Флор иным /[18]. Определение в полевых условиях 
затруднительно, однако эта величина оказывает существенное 
влияние и на начальную критическую нагрузку, и на размеры 
пластической области. |Как показывают 'экспериментальные ис-
следования для глинистых грунтов, проведенные в полевых 
условиях [9], | 0 колеблется для плывунных глин в пределах 
0,4—0,5, а для остальных глин 0,5—0,6. 

Расчетная схема представлена на рис. 1, где рассматрива-
ется, как и в теории предельного равновесия сыпучей среды, 
полубесконечная нагрузка. До момента, пока р невелико, в 
полуплоскости имеет место чисто упругое состояние, а при 
Р = Ркр происходит зарождение пластической области вдоль 
луча, для которого 0 = —Ф 1[10, 11]. Разделим полуплоскость 
на три клина: I — АОАи П—А2ОВ и III — АхОА2, причем 
на их границах поставим следующие условия: 

вдоль АО имеем 0 = — я/2; aö = р0\ 

вдоль OB имеем 0 = я/2; crQ = р + р0; 0 = 0; 

вдоль OAi при 6 — ах и ОА2 при б — а2 

1 + sin2 ф 
cos2 ф • 2 ctg ф; 

тгв==~~ (а9 <Р + с ) ' 

Условия вдоль границ ОА1 и ОА2 получены исходя из того, 
что они являются линиями скольжения и вдоль них удовлет-
воряется условие прочности 

к - 0е)а + 4 т ^ = (<ТГ + <те + 2 с (1) 
а также 

1 ^ в | = (Ув + (2) 

т. е. система уравнений (1) и (2) разрешена относительно <тг. 
Знак перед взят в соответствии с избранной системой ко-
ординат. Для компонент напряжении в областях I и II исполь-
зованы выражения, удовлетворяющие основным уравнениям 
теории упругости [10]: 

ar = Сг — С2-2 0 + sin 2 0 — D2 cos 2 0; ^ 
a = Ci — C2• 2 0 — Dx sin 2 0 + D2 cos 2 0; 

T r b = C 2 + Dx cos 2 0 + D2 sin2 0. 
(3) 

Для пластической области III применено решение Пранд,-
тля для клина i[10], в котором проведены преобразования, уп-
рощающие дальнейшие выкладки (öQ при 9 = ai обозначе-
но о 0 1 ) ; 

<тв = (а"1 + с ctg Ф) в2 <9 -«!> ** Ф _ С ctg Ф; 

1 + sin2 ф 
а г = ап + 2с tg ф; 

0 COS4 ф 
(4) 
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1 9 = 0 

Рис. 1. Расчетная схема 

Яо 

(5) 

Дальнейшие выкладки связаны с определением коэффи-
циентов в зависимостях (3), исходя из принятых граничных 
условий. Для области / они равны: 

Ci = Ро — (Ро sin ф -f- с cos ф) [sin (2 ai - f ф) -f sin ф — 

— я cos (2 ax + ф)] M; 

С2 = Dx = — (р0 sin ф + с cos ф) cos (2 ax + ф) М; 

D2 = — (ро sin ф + с cos ф) [sin (2 ax + ф) - f sin ф] М; 

М = <j [cos ф + cos (2 ax + ф) — (я + 2 ax) sin ф] X 

Xcos (2 ax + ф) + [sin (2 ax + <p)+sin ф]2}"""1 

и позволяют найти значение afi при 9 = а ь 

аа* = Ро — (ро sin ф + с cos ф) х 
9 

sin (2 ai + ф) + sin ф (2 + cos 2 aQ —  
1 + cos ф cos (2 ax -f ф) + 

— (я -f- 2 ai) cos (2 ai -f- ф) 
+ sin ф[вт ф+2 sin (2 a i+ф)— ( я + 2 a^ cos (2 ai+ф)] 

X 

(6) 

Для области II справедливы зависимости (3), где коэффи-
циенты, обозначенные со штрихом, имеют другие значения: 

C l = p 0 + p + n D i r m Ü 2 ^ D l ; (7) 

—(РоТ>) sin 2 aa» tg <p e2 tg ф X 
/ /V __ с ö . 

v i [я—2 a2—sin 2 ао-4-(Ы-со£-8-а«Л LUHpl sin 2 a2 — 
X (1 + CQS 2 a2 + sin 2 a2 ctg ф) 

— (1 + cos 2 a2) (1 + cos 2 a2 + sin 

1 Ф*1 tg ф + D[ (1+COS 2 cu)]. (8) sin 2 
ъ 

Далее производится приравнивание действующих справа и 
слева напряжений сг0 и т г 0 вдоль луча ОЛ2, которое дает 
при 6 = а 2 и подстановке (7) и (8) в (3) при 0 = я/2 искомое 
выражение для нагрузки р через значения а! и аг. После гро-
моздких преобразований получим следующее выражение: 

+ 1 = 
Ро +о ctg ф 

(1+cos 2 ах) 11+cos 2 a 2 +sin ф [sin ф + sin (2 а 2+ф) + 

( l + c o s 2 a 2 ) j l + c o s 2 a i + s i n ф [$1пф+81п (2ах+ф) — 

+ (я - 2 а2) cos (2 а2 + ф)]} е2 ( Ö 8 - a i ) t g ф 

— (я + 2 ai) cos (2 ai. + ф)] [ 
(9) 
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Рис. 2. График зависимости медсду углами с^ и а 2 для разных 
значений <р 

а — схема для определения зависимости а 2 от а ! при различ-
ием 0 з а р ; 7, 2, 3 — порядок расчета 

tg 2 е з а р = 
Я (Ро — Яо) 

или 

и з а р arctg и (Ро — Яо) (14) 

Подставляя (14) в (10) и учитывая, что в рассматриваемом 
случае 0зар=>а1 —а2, получаем выражение для критической 
нагрузки 

ркр = я с — л(Ро — Яо)2 

4 с 
= я 

4 с 
после чего, подставив (15) в (14), имеем 

4 р0с (1 — £0) 
tg 2 взар = 

4 с * - р 1 (1 — go)2 Ро 

(15) 

(16) 

При Ро — Яо или |о=1 формула (15) обращается в хорошо 
известную ,[11], причем по '(16) .0зар = О и (Ш) совпадает с по-
лученной ранее ([.10]. Характерным является то, что при | 0 = 1 
нагрузка ркт> оказывается «наибольшей. 

Более сложными получаются зависимости, если грунт об-
ладает трением и сцеплением (ср '̂О, сФ0). |В этом,'случае 
зарождение пластической области будет происходить вдоль 
луча, для которого значение 

(0г + ой + 2 с ctg ф)» 
(17.) 

достигает максимума, в свою очередь равного БтЧр. Подстав--
ляя в (17) зависимости (3), соответствующие упругому реше-
нию, т. е. при коэффициентах, даваемых •формулами (12), а 
затем отыскивая производную по Э и приравнивая ее нулю, а 
выражение (/17) к зт 2 ф для этого же луча в3ар=1а1 = а2, по-
лучаем после существенных .преобразований систему.» 

Зависимость (9) аналогична, полученной ранее И. В. Федо-
ровым [11]. В нее входят углы а! и а 2 в качестве парамет-
ров, связь между которыми будет установлена далее. 

Исследуем сначала наиболее простой, но требующий осо-
бого рассмотрения случай идеально связной среды (<р=0, 
сФО). Здесь в зоне Я/ выражения для напряжений будут 
[10]: 

= 2 с (в — а х ) + а«1; с, 

и вместо (9) получим 
cos 2 ах—sin 2 ai—2 ах я cos 2 a2+sin 2 а 2 + 2 а2 [я < 

- 1 + cos 2 аг 1 + cos 2 а2 

(10) 

.]• (11) 

Установим для этого случая начальную критическую на-
грузку рКр, соответствующую зарождению пластической об-
ласти, когда а1=а 2 =6зар. Для этого воспользуемся упругим 
решением задачи, которое дается формулами |(3) при »следую-
щих значениях коэффициентов (обозначены с индексом 

(Ро + Р + ЯоУ, ГУ — — — - • 
4 ~ 2 « ' 

(12) 

и удовлетворяет поставленным граничным условиям, в част-
ности при 0 = 0 имеем 

= <3fe==" + <7о- (13) 

Очевидно, что зарождение пластической области будет 
происходить вдоль того луча, где тгд достигает максимального 
значения. Поскольку вдоль него возникает предельное состоя-
ние, то |тг0| = с . Отыскивая максимум, находим, что он име-
ет место вдоль луча, для которого 

• Sln% 
Sincp 

Рис. 3. График зависимости 0 з а р от sin ф0 /sin 
при разных ф 
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Sin фо = Ро Яо 1 - Б о 
Ро + Яо + 2 с ctg ф 

sin ф [sin ф + sin (2 е з а р + ф)] 

2 с 
1 + So + — Ctg ф 

Ро 

1 + cos 2 0зар — 

Ркр = 

( я + 2 0зар) sin ф cos (2 0зар+ф) 

я (Ро — Яо) c o s ( 2 6зар + ф) =  

sin ф + sin (2 0аар + ф) 
я р0 (1 — g0) cos (2 0зар + ф) 

<sin ф; (18) 

(19) 
sin ф + sin (2 0 з а р + ф) 

Формула (1Г9) требует раскрытия неопределенности, получаю-
щейся при £о=1 , так как в этом случае из ,(118) следует, что 
Эзар = —(ф [ЯП]. Раскрывая ©ту 'неопределенность, получаем 
вместо ,(Ш) известную формулу Герсеванова 

2 с 
я Ро И + £о + ctg ф sin ф cos (2 0 з а р + ф) 

Ркр ! 
Ро 

1 + cos 2 0 з а р — (я + 2 0 з а р) sin ф cos (2 0 з а р + ф) 

= Я (Ро + с ctg Ф) 

ctgqp — - у + ф 
(20) 

Вместе с тем из (18) и (19) следует, что случай £ 0 = 1, Озар — 
= —ф соответствует максимуму рКр, определяемому по (20). 
Таким образом, оказывается возможным с (помощью зависи-
мостей (14), (15), (18), (19), (20) установить значение угла 
Озар, определяющего положение зарождающейся пластиче-
ской области, и величину нагрузки, при которой это зарожде-
ние происходит. Дальнейший рост нагрузки вызывает увеличе-
ние пластической области, а связь между ними для идеально 
связной среды дается зависимостью (11) и для общего слу-
чая -среды, обладающей трением и сцеплением, выражением 
(9). Для того чтобы воспользоваться этими зависимостями, 
необходимо знать связь между а 2 и ссь В. В. Соколовский рас-
сматривал эту задачу при | 0 = , 1 и в этом случае из-за симмет-
рии считал а 2 = — а ь И. В. Федоров [И], зная предельные 
значения а2 и с̂  при зарождении и при полном раскрытии 
пластической области, воспользовался линейной интерполяци-
онной формулой 

<Zi = 
2 я ф я — 2 ф 

я + 2 ф я + 2 ф 
а 2 . (21) 

+ J = 1 + s i n Ф ея tg<p _ 
Ро + с ctg ф 1 — sin ф 

(1 + cos 2 а2) 11 + cos 2 а2 + sin ф [sin ф + 
- f sin (2 а3 + ф) + (я — 2 а3) cos (2 а 3 - f ф)] J> 

Это уравнение может быть решено только численно. Резуль-
тат такого решения представлен на рис. 2. Таким образом, 
полное решение задачи представляется схемой, приведенной на 
рис. 2,а. При а 1 = а 2 = 0 з а р > — ф участок 1 горизонтален (о&1 = 
=const) до пересечения с линией максимума, образующей 
участок 2, а при a i = i a 2 — 0 з а р < — Ф вертикален до пересе-
чения с той же линией. Участок 3 всегда горизонтален. Ход 
кривой на участках 2 и 3 оказывается определенным, а на 
положение участка 1 влияет значение 03ар. В решении [11] 
точек А и В (рис. 2,а) соединялись прямой. В предельном слу-

/ я ф \ 
чае при 0 з а р = — I — ~ ) точки А и В лежат на одной вер-

я ф тикали, а при 0 3 а р = —~2~"на '°Яной горизонтали. На рис. 3 
приведен вспомогательный график зависимости Озар от sinX 
Х'фо/sin ф для разных значений ф, рассчитанный в соответствии 
с формулами (18) и (19), а на рис. 4 график для ркр/рмакс в 
зависимости от sin фо/sin ф. На рис. 5 дан график ркр/рмакс 
в зависимости от lo—Яо/Ро для сыпучего грунта (с=0). 

Пример. Угол внутреннего грунта ф=30°, удельное сцепле-
ние с = 0 . Коэффициент бокового давления в условиях есте-
ственного залегания go равен | 0 =0 ,33 ; = 1 ; 1 0 =Е,,5 
(далее другим значениям соответственно будет присваиваться 
индекс с таким же числом штрихов). Из формулы (18) полу-
чаем sin <po/siiwp=ll; 0; —0,856. Далее из (18) или графика 
рис. 3 устанавливаем значение Озар, равное —13; —30; —Э4°, 
затем из (19) находим ркр или из рис. 4 и 5 отношение 

Р макс 

Для связи между а 2 и а\ воспользуемся экстремальным 
принципом, согласно которому зона предельного состояния бу-
дет располагаться так, чтобы ее размер при одной и той же 
величине внешнего усилия был минимальным, или при одном 
и том же размере пластической области она расположится та-
ким образом, чтобы внешняя нагрузка была наибольшей. Оче-
видно также, что с ростом нагрузки абсолютные значения уг-
лов а 2 и 1С&1 не должны уменьшаться. Кроме того, у нас име-
ются значения начальные а 1 = а 2 = 03ар и конечные для пол-
ного раскрытия области III: 

( я ф \ я ф 
а 1 = \Т + т ) ; аг = Т1- {Т' 

когда (9) обращается в формулу Лрандтля 

/ -0,8 -0,6 - 0,4--0,2 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 SLncp 

Рис. 4. Зависимость Ркр/>°макс о т s i n (Po/sin(p 
при разных ф 

(22) 

Для того чтобы найти недостающую связь между а2 и а ь 

др следует приравнять нулю производную — — -при а 2 — 
д (аг + а2) 

—ai=const , причем р определяется из (9). Для отыскания 
связи а 2 и ai получим уравнение 

— [sin ф sin (2 a t - f ф)] (я + 2 а г + sin 2 а г) 

(1 +cos 2 ах) 11 + cos 2 ax + sin ф [sin ф + 

+ sin (2 ai + ф) — (я + 2 ax) cos (2 а г + ф)] [> 

[sin ф + sin (2 a2 + ф)] (я - 2 a2 - sin 2 a2) (23) 

0 6 0,2 0 

4 
Рис. 5. Зависимость Р к р / Р м а к с от (слева) и от (спра-

ва) для несвязного грунта 



<xr60 
Рис. 6. Результаты расчёта (пример) 

Оплошные линии — предлагаемое решение; 1 — решение [11]; 
2 — решение по теории уп,рупости; а —схема расчета 

/?кр//?макс, причем рмакс определяется из (20). Получаем значения 
Ркр=3>7 Ро; /?кр = 4,57 /70; Рк р =2 ,1 р0. Затем пользуемся 

формулой (9) и построениями, представленными на рис. 2. 
Расчеты выполнены согласно схеме, показанной на рис. 6. 
Здесь же приведены результаты расчетов для всех трех слу-
чаев, а также границы предельной области согласно [til] и по 
решению теории упругости [9] для нашего случая. Полное 
раскрытие пластической области соответствует решению (22). 
Оказывается, что, пользуясь решением теории упругости, мы 
значительно завышаем размеры пластической области. Это 

происходит потому, что предельная область при упругом ре-
шении оказывается «перенапряженной», а упругая «недона-
пряженной». При упругопластическом решении «перенапря-
женность» в предельной области отсутствует, в то время как 
«недонапряжен'ность» в упругих областях будет меньшей. 

Полученное решение может быть использовано "для оценки 
угла раскрытия пластической области под краем заглубленно-
го в грунт фундамента, особенно фундамента глубокого зало-
жения, практические методы расчета которых были рассмот-
рены В. Г. Березанцевым <[12]. 

В ы в о д ы 

'1. [Коэффициент бокового давления грунта в условиях 
естественного залегания как показывают эксперименталь-
ные исследования, часто не равен единице, а меньше ее. 

2. Нагрузка ркр, при которой происходит зарождение (на-
чало образования) пластической области, зависит от при-
чем /?Кр наибольшая при £о=1. При (|о<1 нагрузка уменьша-
ется по сравнению с максимальным значением менее, чем при 
§о>11, причем это существенно за)висит от угла внутреннего 
трения грунта <р. -При том же значении ср с увеличением 
удельного сцепления с уменьшение ркр замедляется. 

3. (Пластическая область располагается таким образом, что 
она оказывается наименьшей при одной и той же общей на-
грузке или заданному размеру пластической области соответ-
ствует наибольшая нагрузка. 

4. Определяя размеры пластической области из решения 
теории упругости, мы значительно преувеличиваем их по срав-
нению с упругопластическим решением. 

5. Местоположение зарождения пластической области су-
щественно зависит от ф и и может происходить как вдоль 
луча, направленного под фундамент (£ 0 <1) , так и в сторону 
от него (|о>;1). 

6. Полученное решение рекомендуется для оценки угла 
раскрытия пластической области под краями заглубленных 
фундаментов и особенно фундаментов глубокого заложения. 
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